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n.3. - Lift completo di una pseudoconnessione lineare.
~
•Sia M una varietà differenziabile di classe C e dimensione n, ogn1
•
sistema di coordinate locali (X' ) • intorno di un punto p e M induce,n un
un sistema di coordinate locali ( i . i ) sul fibrato tangente T(M) , la basex ,x
naturale nel generico punto (x;x) di T(M) è data da ( a .,
ax
a; -=-;-.-) .; se
ax'
. ,
(x" ) è un altro sistema di coordinate locali nell'intorno di p e H, all~
ra sussistono le uguaglianze (c.f.r. [lI pago 3)
a
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- ---"e..:.....,.-,-h'
ax'
h
ax
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a
• I h I
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2 h . ,
_ __a:.....,:x'-;----,;-;- x' , ,h I • I
ax' ax"
a
h
ax
h
ax+ _:':':"'7h7,
ax'
a
.h
ax
Se f e J' (~1) si chiama lift verticale di f la funzione fV - f o n
essendo n : T(M) ~ M la proiezione del fibrato tangente T(M).
•
è un campo di vettori su M rappresentato localmente da X = X'Se X
il lift verticale di X è il campo vettoriale su T(M)
a
•,
ax
rappresentato
localmente da: XV = xi a • chiama invece lift completo di X, il• s, campo• ,
.,
ax •
• a • ax' --a.-di vettori XC T(M) c , + xJsu rappresentato localmente da:X =X • • .,,
axJ axax
Prop. 3.1.- Sia (A,v) una pseudoconnessione lineare su M, allora esiste
una ed una sola pseudoconnessione lineare (Ac,Vc) ~ T(M) univocamente ca-
ratterizzata dalle condizioni:
(2 )
VX e~ l (~1)
VX,Y e~l(M)
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Dimostrazione. -
La (1) dice che AC è il 1ift comr1eto del campo tensoria1e A, che è uni
vocamente determi nato (c. f. r. [7] nag. 20).
Sia
(3 )
a11 ora
c 'V(A ,v) una pseudoconnessione lineare su T(M) tale che:
~Xc ye: (VxY)c VX,Y e~l(M)
tenendo conto che (c. f. r. [7] pag. 14):
si ottiene:
Vf e 1I(M); VX e ~ (/1)
_ (A(X)(f))c yV + (A(X)(f))V
D'altra narte risulta anche:
c V c c'VY + f (VxY) + f v
l
da CUl si ricava che:
(4)
In modo analogo si prova che:
(5)
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Dalla (3) (o anche dalla (4) si deduce che
(6 )
infatti
v C" V V VY - f v V Y + f (vXY)
X
Le uguaglianze (3)(4)(5)(6) rrovano che la pseudoconnessione lineare
c "(A ,v) se esiste è unica.
Per dimostrare l'esistenza si fissi una carta
(x.) il relativo sistema coordinato; è noto che
1
locale (V,$)
c c(x1,···,xn;
su M e si a
v v).x1, ... ,xn e
un sistema coordinato su -1T(M); su rr (U) si definisce una pseudoconnessio-
ne lineare (A(U), ~(U)) univocamente determinata dalle condizioni:
(7)
dove X. = --....:a:........
1 ax.
1
(i = 1, ... ,n) ed è la oseudoconnessione linea
re indotta da (A,v) su \/.
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è un'altra carta locale su M tale che U() W~ I/lSe (W,'l')
(A(W), v(li)) è la pseudoconnessione -llineare su ~ (W) c T(M)
e se
definita
da 11:.1. (7), allora si può verificare facilmente che su ~-l(U)()~-l(W) le
~~èudoconnessioni lineari indotte rispettivamente da (A(U), ~(U)) e
(A(W) , v (W)), sono le stesse; resta così definita globalmente su T(M) una
"''''pseudoconnessione lineare (A ,v) soddisfacente le condizioni volute.
Indicato con (y.) il sistema coordinato relativo alla carta (W,'l') e p~
l
sto y. _ ----,a:-
l ay.
l
si proverà per brevi tà che i n -l -l~ (U) 1"1 ~ (W) si ha:
c(Vy y.)i J •
•
Infatti posto Y. - /;~ X. , si ha:
l l J
v (U)yC = v(U)
yC j (h,c xV (h)V XC
i /;'t' h+/;i h
.
+ (1;~)V(Ac(X~)(/;~)c)X~ +(I;~)V(Ac(X~)(I;~)V)X~ +
h c k c "'(U) V
+(1;.) (1;.) v V Xk +l J X.
h
( h)C( k)V "'(U)xcI;. 1;. v Vk +l J X
h
( h)V( k)c "'(U)xV+1;. C v k+
l J c·Xh
( h)V( k)V_"'(U) XCI;. C v k
l J XC
h
•
Tenendo conto che:
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ed usando le (7), si ottiene
"'( U)
'V
y~
l
hV kVC hCkV V+(~.) (A(X h*·)) Xk + (C) (~.) ('V X Xk) +l J l J h
hVkC V hVkV C+(~.) (C) ('V X Xk) + (C) (E.) ('VX Xk) .l J h l"J h
Ma:
(fg)V = fV gV
C C V(fg) = f 9 +
e quindi si ottiene in definitiva:
hkC V h kV C+(~.~.) (VX Xk) + (~. ~.) ('V X Xk) =lJ k lJ h
h k C h k C=(~. A(Xh)(~:)Xh) + (~. ~. 'VX Xk) =l J l J h
_ (A(Yi)(~~)Xk + ~~ Vy . Xk)C = ('Vy. y.)C =
l l J
_ ~(W) y~ .
Y: J
l
In modo analogo si provano le uguaglianze:
'" (U) V ",(W) yV.
v y = 'V
ye j y~ J
l l
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~(U) yC. ~(W) yC
V y J-V y j
y. y.
l l
~(U) yy
V Y .-
y . J
l
~(H)yy
v Y .
y. J
l
- O •
La proposizione e così completamente provata.f
Osservazione 3.1.-
Mantenendo le notazioni della proposizione precedente. si ponga per semp11
cità: X. - l
l l
~
XYX -
n+i •l
~~ ~B ~ D ~- r AB XBA
dove X. o l o X~ a • l , ...• n• • con l- , - , - -•l Ox. l ox. l ax.l l l
A.B.C.D = 1.2 •...• 2n; dalle (7) si ottengono allora le uguaglianze:
~k k ~k
=0' ~k O
~k
Or .. r .. • r. r • r- , - , -n+j , n+i • n+i n+jlJ lJ l J
k
~ n+k or .. ~ n+k ~ n+k ~ n+k.m lJ
r .. x • r. O • r O • r O- axm , - • - , -n+j n+i • • n+j •lJ l J n+l
Inoltre dalle (3.31) c.f.r.l7J pago 21. si ha:
~ .
An+J _ ·mh x
dove
sata.
•
(AJ ·h'
k
r .. )lJ sono le componenti di (A.v) rispetto alla carta (U.~) prefi~
Osservazione 3.2.-
P . hO . X Y 0\ (M) . lt [Xc.yc]= [X.y]c ( f [7J 16)OlC e per ognl • € OIJ l rlSU a C.. r. pago
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il tensore di torsione e l'applicazione di curvatura di (Ac,Vc) sono uguali
rispettivamente al lift completo del tensore di torsione e dell'applicazione
di curvatura di (A,v).
Si supponga ora che Il sia una varietà fogliettata e sia (A,v) una pseud~
connessione lineare su M; sussiste la seguente proposizione:
Prop. 3.2.
l ift completo
- La sottovarietà D di
-
(Ac,Vc) se e solo se
T(Il)
(A ,v)
è autoparallela rispetto al
è fogl iettata.
Dimostrazione.
In ciò che segue si suppone che gli indici i,j,k,~,r,s variano da l ad
n; a,8,y da l ad r; - -a , 8 ,y da r+l ad n.
Se D è autoparallela rispetto ad (Ac,Vc) allora deve aversi:
(l ) Ac( a ) e'3l1 (D)ax.
1
(2) AC( a ) e!f)l (D)aÌ<
a
(3 ) C a e~(D)v a ax.
ax. J,
(4 ) VC a et/l (D)ai<a
ax. a,
(5 ) •
•
•
•
a
---"-- e l1>1 (D)ax.
J
( 6)
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h
A~ a aA.AC( a • l aEssendo ) - + x. ai< da 11 a (l) segue cheax. l aXk J :~X .l J t
3A~
• l O.X -Cl axCl
-
Da 11 a (2) poiché Ac( a ) AC a • ha: AS O• - S1 -ax Cl ax ClCl t S
a
ar ..
(3) c r 3 • 1J 3 • ha:Da 11 a poiché 'l - r .. + x , S13 ax. 1J ax t a>:, ax
- J r sax.
l
-Sar ..1J O-axCl
-
Dalla (4) poiché c 3 t a • ha: r~ O'l - r. S1 - •a ax 1 ~ a\ l';Clax.
l
Dalla (5 ) poiché c'l a t a • ha rS. O.a - r aX
t
S1 -•
ai< ax. ClJ Cl)JCl
Dalla (6 ) i nfi ne risulta VC a Oa -
a5< axSCl
• conclude allora per la l .2 che (A,v) fogliettata. In modo analogoS1 prop. e
• il • IS1 prova V1ceversa.
Dalla proposizione ora provata, dalla prop. 2.3 e dal teorema 2.1 segue
immediatamente la proposizione:
3.3.- La sottovarietà D è autoparallela rispetto al lift completo
di (A,V) se e solo se (A,V) mantiene .:P parallela.,e la pseudo-
connessione 1 indotta da (A,v) sul fibrato trasverso Q = T(M)/D ~roiet-
tabile.
